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Abstract 
Uljanov and Blyth have developed a new numerical method for the 
solution of linear  Fredholm integral equations using Walsh 
functions. The approximate solution is constructed by rewriting the 
functions as truncated (to m terms) Walsh series and the kernel as 
truncated double Walsh series. For the equations, this method 
gives linear systems. The systems then solved using Gauss 
elimination.  In order to improve the efficiency,  the idea of 
multigrid, especially v-cycle, is proposed to solve  the linear 
systems. Here, numerical experiment with standard test problems 
for numerical solution of linear Fredholm integral equations show 
that this approach is effective in improving the efficiency of the 
Walsh function method. 
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1. PERSAMAAN INTEGRAL FREDHOLM LINEAR 
Persamaan integral banyak muncul dalam bidang mekanika, fisika, 
matematika, dan bidang lainnya. Dengan memanfaatkan syarat batasnya, 
persamaan diferensial dapat juga disajikan sebagai persamaan integral. Dalam 
tulisan ini hanya diperhatikan persamaan integral Fredholm linear tipe dua yang 
mempunyai bentuk umum 
                                         
1
0
( ) ( ) ( , ) ( )y x g x K x t y t dt= + ∫                                     (1.1) 
dengan fungsi g(x) dan kernel K(x,t) diketahui sedang y(x) adalah fungsi yang 
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2. METODE FUNGSI WALSH 
 Suatu algoritma baru (yang kemudian disebut metode fungsi Walsh) untuk 
menyelesaikan persamaan integral Fredholm linear dan nonlinear dikembangkan 
oleh Uljanov dan Blyth [2, 15].  Dalam metode fungsi Walsh untuk persamaan 
integral Fredholm linear tipe dua (1.1), Uljanov dan Blyth mengekspansikan 
fungsi yang ada sebagai deret fungsi Walsh berhingga dan kernelnya didekati 
dengan deret fungsi Walsh rangkap berhingga, yaitu (setelah digunakan konvensi 
penjumlahan Einstein) 
                  ( ) ( ),i iy x cW x≈   ( ) ( ),i ig x g W x≈ dan  ( , ) ( ) ( )ij i jK x t a W x W t≈          (2.1) 
dengan 
1
0
( ) ( )i ic y x W x dx= ∫    dan  
1 1
0 0
( , ) ( ) ( ) ,ij i ja K x t W x W t dtdx= ∫ ∫  
i, j = 0, 1, …, m-1, m = 2n, n∈N. Dengan (2.1), Uljanov dan Blyth menunjukkan 
persamaan (1.1) dapat disajikan sebagai sistem persamaan linear 
  c = g + Ac  dengan   c = (ci),  g = (gi),   dan    A = (aij).              (2.2) 
Ini berarti bahwa menyelesaikan persamaan integral (1.1) dengan metode fungsi 
Walsh adalah ekuivalen dengan menyelesaikan sistem persamaan linear (2.2). 
Terhadap sistem linear ini, selanjutnya Uljanov dan Blyth menyelesaikannya 
dengan eliminasi Gauss. Eksperimen numerik menunjukkan bahwa metode fungsi 
Walsh yang diterapkan pada persamaan integral Fredholm adalah konvergen 
secara kuadratik [2, 14, 15, 16, 17], sesuai dengan metode yang dikembangkan 
oleh Blyth dan Sloss untuk penyelesaian persamaan diferensial dan persamaan 
integral Volterra [1, 9, 10, 11, 12, 13]. 
3. V-CYCLE 
 Untuk menyelesaikan sistem (2.2) dapat juga digunakan teknik iterasi. 
Untuk m cukup besar dan dengan melihat operasi arimetik yang diperlukan, teknik 
iterasi ini lebih efisien dibandingkan eliminasi Gauss (May [7], hal. 11). 
 Menurut Briggs [3],  metode multigrid merupakan teknik yang sangat 
efisien untuk menyelesaikan sistem linear yang terbentuk dalam penyelesaian 
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masalah syarat batas. Dalam perkembangannya, Hemker dan Schippers [5]  
menuliskan bahwa metode multigrid ini ternyata dapat digunakan untuk 
menentukan penyelesaian sistem persamaan nonsparse linear yang muncul dalam 
penyelesaian numerik persamaan integral. Di sini metode multigrid, khususnya v-
cycle, digunakan untuk lebih meningkatkan efisiensi teknik iterasi. Dalam v-cycle 
ini, operator untuk menstransfer informasi antar grid mengacu pada artikel oleh 
Widyaningsih [18]. Gambar 1 menunjukkan v-cycle 3 level. Notasi ν1 dan ν2 
adalah banyaknya iterasi pada grid yang terkait. 
 
4. BIAYA PERHITUNGAN (COMPUTATION COST) 
 Untuk menentukan efisiensinya, digunakan biaya perhitungan yang 
disajikan dalam unit work. Banyaknya operasi aritmetik (khususnya × dan ÷) 
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear pada grid finest order m dengan 
sekali iterasi adalah m2. Banyaknya operasi aritmetik pada grid finest ini disebut 
biaya perhitungan yang besarnya satu unit work, disingkat UW  [3, 8]. Unit ini 
selanjutnya dipakai untuk mengestimasi biaya perhitungan eliminasi Gauss dan v-
cycle. Karena banyaknya operasi aritmetik dalam eliminasi Gauss adalah 1/3(m3 
+3m2 - m), biaya perhitungan teknik ini adalah 
2
3 21
3
( 3 )
m
m m m+ − UW. 
Biaya untuk melakukan satu sweep v-cycle dengan  ν1 = ν2= 1 adalah 
2 2 3 81 1 1
4 4 4 32 (1 ( ) ( ) ...)m + + + + ≈ UW. 
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Biaya operator vektor intergrid diabaikan. 
5. APLIKASI 
 Untuk semua perhitungan yang diperlukan disusun program yang meng− 
gunakan software Mathematica. Sebagai aplikasi, diberikan dua kasus dimana 
untuk menentukan penyelesaiannya digunakan kombinasi metode fungsi Walsh 
dan eliminasi Gauss serta metode fungsi Walsh dan v-cycle. Ini berarti sistem 
persamaan linear yang diperoleh karena penggunaan metode fungsi Walsh 
disamping diselesaikan secara langsung juga diselesaikan secara iteratif dengan v-
cycle. 
Kasus 5.1. Diperhatikan persamaan integral Fredholm yang diambil dari kasus 
kedua Uljanov dan Blyth [15], yaitu 
                            
1
0
( ) ( 1) ( )x xty x e x x e y t dt= − − −∫                              (5.1) 
yang mempunyai penyelesaian eksak y(x) = 1. Kernel dalam kasus ini terlebih 
dahulu didekati dengan ekspansi deret Taylor berhingga, x(ext – 1) ≈ x2t + x3t2/2 + 
x
4t3/6, baru kemudian didekati dengan deret fungsi Walsh rangkap. 
 Toleransi error yang digunakan untuk masing-masing m tampak dalam 
Tabel 1. Nilai ini merupakan error apabila digunakan eliminasi Gauss dalam 
penyelesaian sistem persaman linear yang terbentuk karena penggunaan metode 
fungsi Walsh. 
 
Tabel 1. Toleransi error yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan (5.1) 
m 8 16 32 64 128 256 512 
TolErr 0.907732 0.953179 0.976431 0.988178 0.99408 0.997038 0.998518 
 
 Dengan menggunakan toleransi error Tabel 1, persamaan (5.1) 
diselesaikan dengan menggunakan v-cycle. Banyaknya pengulangan v-cycle (dan 
UW) yang diperlukan untuk berbagai pemilihan nilai m, apabila diambil ν1 = ν2= 
1, tampak dalam Tabel 2.  
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 Sebagai pembanding, pada baris kedua  diberikan UW yang diperlukan  
apabila digunakan eliminasi Gauss. Dengan memperhatikan UW, tampak bahwa  
penggunaan v-cycle dapat meningkatkan efisiensi eliminasi Gauss. Penggunaan v-
cycle 3 level dalam kasus ini tampak merupakan pilihan terbaik, karena dapat 
mengurangi biaya perhitungan terbesar. Misal untuk m = 512, penggunaan v-
cycle 3 level dapat mengurangi 166.54 UW (97%) dibandingkan penggunaan 
eliminasi Gauss, yang merupakan metode standar yang digunakan Uljanov dan 
Blyth [2, 15].  
Tabel 2. Banyaknya pengulangan v-cycle dan UW yang diperlukan untuk 
menyelesaikan persamaan (5.1) dengan toleransi error Tabel 1 
 
m 8 16 32 64 128 256 512 
Gauss 3.63 6.31 11.66 22.33 43.67 86.33 171.67 
v 2 level 4 (9.00) 4 (9.00) 4 (9.00) 4 (9.00) 4 (9.00) 4 (9.00) 4 (9.00) 
v 3 level  2 
(5.137) 
4 
(10.25) 
4(10.25) 3 (7.67) 3 (7.67) 3 (7.67) 
v 4 level   4 
(10.56) 
4 
(10.56) 
3 (7.92) 3 (7.92) 3 (7.92) 
v 5 level    4 
(10.64) 
3 (7.98) 3 (7.98) 3 (7.98) 
v 6 level     3 (7.99) 3 (7.99) 3 (7.99) 
v 7 level      3 (8.00) 3 (8.00) 
v 8 level       3 (8.00) 
 
Kasus 5.2. Sebagai kasus ke-2 diperhatikan persamaan integral Volterra linear 
yang diambil dari Jerri [6] hal. 14, yaitu 
        
0
( ) sin 2cos( ) ( )xy x x x t y t dt= + −∫                              (5.2) 
yang mempunyai penyelesaian eksak y(x)=xex. Persamaan integral (5.2) dapat 
dinyatakan sebagai persamaan integral Fredholm linear (lihat Golberg [4]) 
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1
0
( ) sin ( , ) ( )y x x K x t y t dt= + ∫ dengan ( , )K x t =
2cos( ), 0
0, 1
x t t x
x t
− ≤ ≤

< ≤
      (5.3) 
Sama seperti dalam Kasus 5.1, toleransi error yang digunakan untuk kasus ini 
dapat ditentukan dan tampak dalam Tabel 3.  
Tabel 3. Toleransi error yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan (5.3) 
m 8 16 32 64 128 256 512 
TolError 1.88×10−2 4.67×10−3 1.16×10−3 2.91×10−4 7.27×10−5 1.82×10−5 4.55×10−6 
 
 Dengan memperhatikan toleransi error dalam Tabel 3, v-cycle 
diaplikasikan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear yang terbentuk. 
Dengan tetap mengambil ν1 = ν2= 1, banyaknya pengulangan v-cycle yang 
diperlukan dan juga UW yang ekuivalen dengannya terlihat dalam Tabel 4. 
 
Tabel 4.  Banyaknya pengulangan v-cycle dan UW yang diperlukan untuk 
menyelesaikan persamaan (5.3) dengan toleransi error Tabel 3 
 
m 8 16 32 64 128 256 512 
Gauss 3.63 6.31 11.66 22.33 43.67 86.33 171.67 
v 2 level 5 (11.25) 5 (11.25) 5 (11.25) 5 (11.25) 5 (11.25) 5 (11.25) 5 (11.25) 
v 3 level  5 (12.81) 4 (10.25) 4(10.25) 3 (7.67) 3 (7.67) 3 (7.67) 
v 4 level   4 (10.56) 4 (10.56) 3 (7.92) 3 (7.92) 3 (7.92) 
v 5 level    4 (10.64) 3 (7.98) 3 (7.98) 3 (7.98) 
v 6 level     3 (7.99) 3 (7.99) 3 (7.99) 
v 7 level      3 (8.00) 3 (8.00) 
v 8 level       3 (8.00) 
 
 Berdasar Tabel 4, penggunaan v-cycle tetap dapat meningkatkan efisiensi 
eliminasi Gauss. V-cycle 3 level juga merupakan pilihan terbaik. Sebagai contoh 
untuk m = 256, v-cycle 3 level dapat meningkatkan efisiensi eliminasi Gauss 
secara sangat signifikan, yaitu  91%. Untuk m = 512, peningkatan efisiensi yang 
dapat dicapai adalah 164.03 UW atau 95.5 %. 
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6. KESIMPULAN 
 Eksperimen numerik menunjukkan bahwa kombinasi metode fungsi 
Walsh dan v-cycle dapat diterapkan untuk meningkatkan  efisiensi metode fungsi 
Walsh. Aplikasi metode ini dan juga penggunaan ide lainnya akan penulis lakukan 
dalam masalah tes standar yang lebih luas guna diperolehnya suatu algoritma baru 
yang lebih baik dalam penyelesaian masalah integral Fredholm. 
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